Wyktad 5

®

Praca i energia

Dr hab. inz. Jarostaw Kanak

Instytut Elektroniki, paw. C-1, pok.321
kanak@agh.edu.pl
http://layer.uci.agh.edu.pl/~kanak

2024-10-29 Elektronika, WIEIT

(o


mailto:kanak@agh.edu.pl
http://layer.uci.agh.edu.pl/~kanak

Energia a praca

= Energia jest to wielkosc skalarna,
charakteryzujgca stan, w jakim zna]dUJe sie
jedno lub wiele ciat. Np energia kinetyczna jest
Zwigzana ze stanem ruchu ciata.

= Praca jest to energia przekazana ciatu lub od
niego odebrana w wyniku dziatania na ciato sit3.
Gdy energia jest przekazana ciatu, praca jest
dodatnia, a gdy energia jest ciatu odebrana
praca Jest ujemna. Praca jest rowna zmianie
energii.

= Jednostkg energqii i pracy w ukfadzie SI jest 1J.




Praca sity statej ?‘&

%1

o
oo

P

Wektor przesuniecia: § = AB

W=F°s=F-scosg -

Wskutek wykonanej nad ciatem pracy wzrasta jego predkos¢ od I/, do
Vg czyli rosnie energia kinetyczna
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Praca sity statej A

Prace wykonuje sktadowa x-owa sity F

Wyg =F,-s=m-a,-s A‘Kq)
Vg —Va |

a, = Ve +V
X t — S=_B At zatem
t2 2
S=V,-t+—= Ve =V, Vg +V
A 2 WAB -m B A . B + At
t 2
1 2 2
= —1mv2 Wag =7 Mvg ——mvy = Eyg —Eyp
<7
Praca wykonana przez site nad
ale p=m-v czastka swobodna jest réwna
02 zmianie energii kinetycznej
E, = % \CZE]Stkl y
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Praca sity niejednostajnie zmiennej %

Zatdzmy, ze sita F zalezy od potozenia x czyli F(x)

F AV AW, = Filxi W~ z Fi Ax;
. Gdy Ax jest bardzo mate |
X dx x, ° zmierza do 0

= lim ZF Ax;
Ax—0

Ax = dx X2 X2
W=]dW=dex
dW = Fdx

X1 X1
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Praca sity niejednostajnie zmiennej

B
W ogoinym przypadku: Wup = f Fed?
A

dw

Moc jest definiowana jako: P =—

N
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Przyktad o,

Elektrowdz rozwija moc P = 1800 kW i ciggnie po
poziomym torze sktad wagondw o tgcznej masie m =
2000 ton. Wspotczynnik tarcia kot o szyny wynosi g =
0,005. Oblicz:

a) Maksymalng szybkosc¢ pociagu;

b) Przyspieszenie pociggu w chwili, gdy porusza sie z
szybkoscig V,= 4 m/s.

Rozwigzanie

a) Warunek osiggniecia maksymalnej szybkosci?

max — __ . — . —
b) II zas. dyn. Newtona mgu S

P m
a=———ug = 0.17 [—]
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Energia potencjalna o,

praca wykonana nad ciatem moze zmienic nie tylko
energie kinetycznq lecz rowniez energie
potencjalng ciata

Podnoszac ciato na pewng wysokosc zmieniamy jego
energie potencjalng

E, =mgh

Jakie sg inne niz grawitacyjna, rodzaje enerqii
potencjalnej?
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Energia potencjalna sprezystosci A

Praca sity zaleznej od potozenia - sity
harmonicznej

rGwnowaga
F=—k(X—X) —  F=—kr
X, X,
M
W= j dw = j Fdx = j (= kx)dx
Xy Xy X2 2 | X2
W =—k j Xdx = -k —
k X1 X1
rbwnowaga W — (X12 _ Xg) SkOt‘O
2 , Energia
kX potencjalna

W = _AED — EIO :T sprezystosci

. sprezyna Scisnieta

W — praca wykonana przez site sprezystosci
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Energia potencjalna sprezystosci ?&

sprezyna

rozciggnieta

iy ==

=

sprezyna

§cisnieta

A A Y

Rys. 5.13. Aby rozciggna¢ (lub $cisngc) sprezyne,
nalezy wywrzeé sile o kierunku przeciwnym do kie-
runku sily sprezystej. Przy przesunigciu sprezyny
o warto$¢ Ax z polozenia réwnowagi x; nalezy wyko-

nac prace
le,:sz
W= | Ca—w)d = 3 C(dvy.
Xy

=Y

X1

Rys. 5.14. Wykonujac te pracé zwiekszamy
energie potencjalng ukladu masa-sprezyna. Ten
uklad przesuniety z polozenia réwnowagi o Ax =

; ; 1 5
— x—x, ma energi¢ potencjalng Ep = 5 C(4x)* =

= 5 Clx—m).

Kittel, Mechanika
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Energia potencjalna o,

= Energia potencjalna E, jest to energia zwigzana z
konfiguracja uktadu ciat, dziatajacych na siebie sitami.

= Aby moc wprowadzi¢ pojecie energii potencjalnej, pole sit
musi mieC okreslong wiasnosc, taka, ze praca wykonana
w tym polu nie moze zalezeC od drogi, wzdtuz ktorej
zachodzi przemieszczenie

Takie pola i sity nazywamy zachowawczymi




Sita zachowawcza ?&?

Praca wykonana przez site
zachowawczg nie zalezy od
drogi lecz zalezy jedynie od
potozen punktow A B.

drogal — droga2 — droga3
W, gorogatl = W, gdrogas = \\/, ,drog

Praca wykonana przez site
zachowawczg nad czgstka
poruszajgcyg sie po drodze
zamknietej jest rowna zeru

Wppa= W+ W5,=0
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Przyktad 1

Dane jest pole wektorowe o sktadowych F, =Ky, F,= Kx,; F,= 0,
gdzie Kjest stata. Sprawdzi¢ czy to pole jest zachowawcze
obliczajgc prace po konturze trojkatnym o bokach y =x,;y =0, x = x,.

A

S ~ : : y

— s A wektor sity w ukfadzie
F=El+Bj+ Rk kartezjanskim B(xg, xo)
F=nl+nj+nk=xi+yj+zk Yo e

dr = dxi + dyj + dzk

F = Kyt + Kxj + 0k wektor sity z zadania

A(0,0) | €0, 0)
Fod# = E.dx + F,dy + F,dz X0 X
Fed7 = Kydx + Kxdy + 0dz = Kydx + Kxdy

B c A

W=jﬁodF=fﬁod77+’[ﬁodf)+fﬁod7:)=WAB+WBC +WCA

A B

C
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Przyktad 1

(o

X

B X0 Yo y
WAB=jﬁ°dF=j Kydx+j Kxdy
A 0 0 B(x0,¥0)
_ ~ L ~ J
y=x x=y
Xo Yo
Wyg = Kf xdx + Kf ydy ‘C(xO,O) ‘
0 0 X0 X
2|*o 2|70 2 2
X y X0 Yo 2
= —_— —_— =  — — =K
0 0
C X0 0
= - X0 0
Wge = fF°dr = j Kydx + ijdy =Kyx| +Kxoy| =—-Kxoyy=—Kxp*
X0 Yo
B
A

Yo
0

0
Kde+ijdy =0
C X0 0

W=WAB+WBC+WCA=O
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Przyktad 2 o,

Na czastke dziata sita F = (3x2 N)i + (4y N)j gdzie x i y s3 wyrazone w
metrach. W wyniku dziatania sity czastka przemieszcza sie z punktu

A(2 m, 3 m) do punktu B(2 m, 0). Zaktadamy, ze czgstka w punktach A i
B spoczywa wzgledem przyjetego uktadu odniesienia. Jakg prace
wykop)uje ta sita nad czgstka? Jaki jest skutek energetyczny wykonanej
pracy:

W = f(dex + F,dy + F,dz)

ke = 3x* 2 0

E, = 4y Wag :fozdx+j4ydy
g 2 3
F,=0

0
Was =0+ 2312|3 = —18[]]
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Zadanie %

Pole sit dane jest wzorem: F = (y2 - x3)i + (3xy)j

Obliczy¢ catke krzywoliniowg od punktu (0,0) do punktu (x,,Y,) wzdtuz
drogi sktadajgcej sie dwoch prostych odcinkow od (0,0) do (X,,0) i
(Xo,0) do (Xq,Yo). Porownac z wynikiem otrzymanym przy przyjeciu
dwoch innych %okow prostokata jako drogi catkowania. Czy sita jest
zachowawcza?

Yo (X0, Yo)

(0,0) (xOr O)

=
o
=
A
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Istotne sity rzeczywiste

= Sita ciezkosci — sita grawitacji

= Sita oddzia%wania elektrostatycznego —
sita Coulomba

Sg Sitami zachowawczymi

= Przyktadem sity niezachowawczej jest sita
tarcia

2024-10-29 Elektronika, WIEIT
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Praca w jednorodnym polu grawitacyjnym *

W =F;s =Qgh/sina

ale Qs =Qsina I Q=mg

czyli W = mgh

praca sity W =AEp zmiana energii
zewnetrznej potencjalnej
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Jednorodne pole grawitacyjne s

Jednorodne pole grawitacyjne jest zachowawcze

Praca sity zewnetrznej rownowazacej site ciezkosci nie zalezy od
sposobu przemieszczania ciata lecz od potozen punktéw
poczatkowego i koncowego

C

Wpc = Wyg + W =AED
-

0
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Sita centralna — sita zachowawcza o\

Sita centralna jest sitq zachowawczg

Sita centralna  F = f(r)P

Przyktady sit centralnych:

= Mm
sifa grawitacji  F(N)=G—-r

_ 1 Qg.
sita Coulomba F(r)= =

sita sprezystosci F(r) =—krf
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Jak oblicza¢ energie potencjalng? 0\

RdOznica energii potencjalnej czastki w punktach A i B jest
rowna pracy wykonanej przez site przytozong do czastki przy
jej przesunieciu od A do B

E,(B)-E,(A) = W(A - B)

Wartosc energii potencjalnej E (F)=E_(A) _j,z o dF

w punkcie r jest okresSlona z P P .
doktadnoscig do statej E,(A), T

ktorg mozna obra¢ umownie. sita oddziatywania (sita pola)

Sens fizyczny ma jedynie
roznica energii potencjalnej
pomiedzy dwoma punktami.

Umowa. A lezy w
nieskorczonosci czyli E,(c0)=0

Ep(F):—jlfodF




Sita zachowawcza a energia potencjalna Ao

Sita zachowawcza

Energia potencjalna

Uktad:

E,(X) = mgx
E, (1) = —G@
1 Qg
E ==
(1) drg, T

1
E,(r) :Ekr2

masa m - Ziemia

masa m — masa M

tadunek g — tadunek Q

masa m — sprezyna k

2024-10-29

Elektronika, WIEIT
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Zwigzek pomiedzy sitg a energig potencjalng A

Przypadek jednowymiarowy Przypadek trojwymiarowy
X Tr
E,(x) = — J F.dx E,(7) = - j Fear
dE, Fo_2n, %5, Ohg
ke = T 0x ay 0z

Operator ,nabla”: V =-— 3073, k

2024-10-29 Elektronika, WIEIT 23



Przyktad — sita sprezystosci o,

Energia potencjalna uktadu masa-sprezyna dana jest wzorem:

1
. . 7 N N Ep (r) - - kT'Z
Sprawdzié, stosujac wzor: F = —gradE, 2

czy sita oddziatywania sprowadza sie do postaci:  F(r) = —k?

E,(r) =Ek(x2+y2+zz) F=-—"t- 5y "z k

0 d1

il _ Y (w2 a2 ,2) —

apr(x,y,z) aka(x +y*+2z°) = kx

aE( )—alk(2+ 24 722)=k gradE, = kxi + kyj + kzk
6ypx'y'z_6y2 x*+y*+z)=ky P

0 d1

il _ Ll T2 2 g ,2) —

aZEp(x,y,z) asz(x + y“+z%) =kz

F = —gradEy, = —k(xi + yj + zk) = —k?
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Potozenie rownowagi ?&

Warunek rownowagi:
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Potozenie rownowagi

Rownowaga trwata, energia Rownowaga nietrwata, E,
potencjalna E, wykazuje wykazuje maksimum
minimum

EPA l EPA

/\ wy /v\
i
|
_ - Bl

Rownowaga obojetna, energia potencjalna E, jest stata, niezalezna
od potozenia
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Wielkosci charakteryzujgce pole grawitacyjne

= Sita grawitacji E =-G

. F, M
= Natezenie pola j=-2=—-G—=*
m

= Energia potencjalna

Obliczmy prace wykonang przez site zewnetrzng przy przesunieciu
Cialazr—- oo

Aby nie zmieniac energii kinetycznej, ciato jest przesuwane przez site
zewnetrzng Fz skierowang przeciwnie do sity grawitacji i co do wartosci
F, = F,

2024-10-29 Elektronika, WIEIT 27



Energia potencjalna w polu grawitacyjnym

L 1 GMm|” GMm GMm GMm
W, = jFZ°dr=G j—z r=— = — + =
r r (0,0) r r
T r r

GMm _ _ _

zatem: W, = . = AE, AEp = AEpo — AEpy = W, = 0 — ALy,
df
Ep = Wywor) = Wegrowy = Epr = — r
skoro w;, = ]ﬁgocﬁ =—E, —> [ = _ 45
g dr

Dla przypadku 3D mozna zapisac: gg _ _ <ail n Oy n aik>

ox LTy ) T o

Fy = E,
T R B I o
dzie: V=—i4+—7+—F% F, = —gradE,
J ox oy "oz
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Potencjat grawitacyjny o)

13&
o>

114 Ep —> [ =1mV F, =1—\7Ep
—VmV=mg “ “VE=k
—=g g =—gradV F, = —gradE,
natezenie i potencjat Sita i energia potencjalna
Przyktad.

Dane jest pole wektorowe o sktadowych F, = Ky, F, = Kx, F,= 0, gdzie Kjest stafa.
Pole dziata nha mase m. Sprawdzono, ze pole jest zachowawcze. Czy istnieje
potencjat tego pola V(x,y)? Jesli tak, to ile on wynosi?
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Potencjat grawitacyjny

Rozwigzanie:
F, = —VE, = miV F=Fi+FEj+FEk

X X
V= 1de—1Kd—1K
=—— | Bdx=——| Kydx = —— Kxy
0 0

0,0 0.
ox "oyl T oz
Kxy
m

2024-10-29 Elektronika, WIEIT
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Zasada zachowania energii 0,

W uktadzie izolowanym, w ktorym zmiany energii
pochodzg jedynie od sit zachowawczych energia
kinetyczna i potencjalna mogg sie zmieniac, lecz ich suma
czyli energia mechaniczna E,.4, nie moze ulegac zmianie.

0=AE+AE, — 0=Eg,-Eu+Ey,-Ey
EwtEpn=Ee+En =  E+E;=const

d
E(Ek‘FEp):O
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ZZE — oscylator harmoniczny

sprezyna
rozciggnieta

/ E(EK_FEp):O

d V2 2

L.

dt~ 2 2

m_ dv k. dx d2x
2V—+—2X—=0 — m——+kx=0

2 dt 2 dt dt2

rownanie oscylatora
harmonicznego
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ZZE — oscylator harmoniczny ?‘&

Zmiany energii w
ukfadzie:

wahadto-Ziemia

Ekl + Epl = Ekz + Epz
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Zadanie

Z jakie] najmniejsze] wysokosci h musi zjechac klocek
aby nie oderwat sie od toru w najwyzszym punkcie petli
kotowej?

Y
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ZZE — pole grawitacyjne

Ciato wyrzucone z powierzchni planety bedzie
poruszato sie w jej polu grawitacyjnym. Z jaka
minimalng predkoscig trzeba je wyrzuci¢ aby

oddalito sie do nieskonczonosci?
Zgodnie z ZZE
Ec1 = Ecp

Ekl + Epl = EkZ + EpZ

2

2 [o'e)
mV? N GMm\ 040
2 R |
mV? _ GMm ,  2GM B
2 ~ R " R -

mV? N < GMm) B mV.2 N < GMm)

Wzor na drugg predkosc

kosmiczng

Vi =

Dla Ziemi:

2GM

R

km
VII — 1119T

2024-10-29
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Zwigzek miedzy pracg a energig mechaniczng o,

W = AE,+ AE,

/T N\

Praca sity Zmiana energii  Zmiana enerqgii
zewnetrznej kinetycznej potencjalnej

Praca sity zewnetrznej wykonanej nad uktadem prowadzi do
zmiany energii mechanicznej W = AE, ..., = AE,+ AE,
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Podsumowanie

Istnieje Scisty zwigzek pomiedzy pracg a energig

O energii potencjalnej uktadu mozna mowic tylko dla sit
zachowawczych

= Zasada zachowania energii mechanicznej pozwala
rozwigzywac zagadnienia, ktore sg trudne lub niemozliwe do
rozwigzania na gruncie zasad dynamiki

=  Catkowita energia jest wielkoScig statg. Energia moze byc
przeksztatcana z jednej formy w inng, ale nie moze byc¢
wytwarzana ani niszczona

[W = AEmech+ AEterm +AEwew ]
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Przyktad '&»

Wahadto balistyczne

Pocisk wystrzelony z szybkoscig V, wbija sie w masywng tarcze
zawieszong na linie o dtugosci L.

Masa tarczy jest rn—razy wieksza od masy pocisku.

Lina z zawieszong tarczg po trafieniu przez pocisk odchyla

sie 0 kat a.

Obliczy¢ poczatkowa szybkosc pocisku.
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